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INTRODUCTION
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( ) ( )( ), 0,
dx

f t x for x t
dt

ϕ= ≠ ��������������������'�+

( )0 0x t x= � ���������������������������������'#+

&������������������� : nf R D R+ × → �� ( )1 2, ,..., nf f f f= �

������

��
�
��� D ��
��������������
������ nR ���������
	

'
&�������+� ��������� : D Rϕ → �� ���� �����
	� �����

( )0 0,t x R D+∈ × �
��� ( )0 0xϕ ≠ $

,���������
�������	����&����
��

�����
���
		��

��������������	��

( ) ( )( )*, 0,
dx

f t x for x t
dt

ϕ= ≠ ���������������������'�+

( )* *
0 0x t x= � ���������������������������������'(+

&������ ���� ���������� 
&�������� ��������
* : D Rϕ → �� ���� ���������� �����
	� �����

( )* *
0 0,t x R D+∈ × �
��� ( )* *

0 0xϕ ≠ $

����
�	�����
�������������	��
�
�����
�������������

( )0 0; , ,x t t x ϕ �
��� ( )* * *
0 0; , ,x t t x ϕ ����������
��������
�
��

( )0 0, ,t xγ ϕ �
��� ( )* * *
0 0, ,t xγ ϕ �����������
	�'
&�������+


��
�
��� ( ){ 1,..., nx x xΦ = = � ;D∈ ( ) }0xϕ = �
��
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{ ( )* *;x D xϕΦ = ∈ � }0= �� ��
�������	�$� ���� ���

����
� 1t �
���
*
1t ��&�����

��
���������������
����
�

( )( )1 0 0; , , 0,x t t xϕ ϕ =

( )( )* * * * *
1 0 0; , , 0x t t xϕ ϕ = �
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( ) ( )( )0 , 0 :ε δ δ ε δ ε∀ > ∃ = < ≤

( )
( )

* *
0 0 0

* *
0 0 0

,

,

t R t t

x D x x

δ

δ

+∀ ∈ − <

∀ ∈ − <

[ ]( * , ,C D Rϕ∀ ∈

( ) ( ) )* x x for x Dϕ ϕ δ− < ∈

*
1 1t t ε⇒ − < $

,������������������		�&�������������
�

-�$���������
�	�� , nf C R D R+ ∈ ×  �
-#$���������
�	�� [ ]1 ,C D Rϕ∈ �

-�$�����������
����	��
��
� 0LipC ϕ > �������
��


( )', ''x x D∀ ∈
( ) ( )' ''x xϕ ϕ⇒ − ≤ ' ''LipC x xϕ − $

-($������	��	�������������
����������!

( ) ( ) ( ). , , 0x grad x f t xϕ ϕ <
���� ( ) ( ), \t x R D+∈ × Φ $

-)$�����������
����	��
��
� , 0grad fC ϕ > �������
��


( )( ),t x R D+∀ ∈ ×
( ) ( ), ,grad x f t xϕ⇒ , .grad fC ϕ≥

-.$�'	�������	��
�( )0 0,t x R+∈ � ( )\D× Φ ��
����	��
�	�

( )0 0; ,x t t x �	�����
������	
���

( ) ( )0 0, ,
dx

f t x x t x
dt

= = ���������������������������������')+

���
�
�
����
������������ 0t t≥ $

MAIN RESULTS

����
���	���* �(�
�
����	���
�	���)%��)&��)*��)+

����),�
��������

�����
���
�����
	���	����	
����"%#��"&#����
��
�����
�Φ $

����
����
�(�
�
����	���
�	���)%��)&��)*��)+����

),�
��������

����

( )0 :constδ∃ = >

( )* *
0 0 0,t R t t δ+∀ ∈ − <

( )* *
0 0 0,x D x x δ∀ ∈ − <

[ ]( * , ,C D Rϕ∀ ∈

( ) ( ) )* x x for x Dϕ ϕ δ− < ∈

( )* * * *
0 0, ,t xγ ϕ⇒ ∩Φ ≠∅ �

����� 
��� 
�����
	��� 	�� ���
��
��� ��	
���� "-#�� "*#

���
��
������
��
������
��������
� *Φ �

�������/�����������������������������
�������

( )0 0, ,t xγ ϕ ��������	���'�+��'#+�����
�����
���Φ �
�����

������� 1t $� 0����� ���������
� -.� 
��� -)� ���� ����

�����
	����
�
����
	���

( )0 0xϕ ≠ ����� ( ) ( ), , 0grad x f t xϕ ≠
�	��( ),t x R D+∈ × $ ���������������������������������'.+

1��������&��


������
�� ( )0 0xϕ < ��&��������

��		�&
�

( )( )0 0 0; , , 0x t t xϕ ϕ < �� ( )( )0 0; , , 0x t t xϕ ϕ <
�	�� 0 1t t t< <
���� ( )( )1 0 0; , , 0x t t xϕ ϕ = $

�����

�� ( )0 0xϕ > ��
����
�������
���	
�	�$

1��
��� &�� 


���� ��
�� ( )tφ
( )( )0 0; , 0x t t xϕ= ≤ � ���� �
��� 0t t≥ �� &����
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( )0 0; ,x t t x ��
�����
�	�������������	���')+$������ 1t ��


��������������
�����������������������φ $�-����

( ) ( )( )1 1 0 00 ; ,
d d

t x t t x
dt dt
φ ϕ= =

( )( ) ( )1
1 0 0 1 0 01 ; , ; ,

d
x t t x x t t x

x dt
ϕ∂=

∂

( )( ) ( )2
1 0 0 1 0 02 ; , ; ,

d
x t t x x t t x

x dt
ϕ∂+

∂

..................................................+ +

( )( ) ( )1 0 0 1 0 0; , ; ,n
n

d
x t t x x t t x

x dt
ϕ∂+

∂

( )( ) ( )( )1
1 0 0 1 1 0 01 ; , , ; ,x t t x f t x t t x

x
ϕ∂=

∂
( )( ) ( )( )2

1 0 0 1 1 0 02 ; , , ; ,x t t x f t x t t x
x
ϕ∂+

∂

..................................................+ +

( )( ) ( )( )1 0 0 1 1 0 0; , , ; ,n
n

x t t x f t x t t x
x
ϕ∂+

∂

( )( )1 0 0, , ,grad x t t xϕ=

( )( )1 1 0 0, ; ,f t x t t x .

����	

�����
	���������
����
�����
��������������
	��

���
�'.+$���������������������
�
�
������� 1tτ > �
������
�

( )φ τ � ( )( )0 0; , 0x t xϕ τ= > $�1����������������������

���������φ ����� 0t t≥ �����������
	����
�����
�������

�


�������� ( ) ( )( ) ( )0 0 0 0 0; , 0t x t t x xφ ϕ ϕ= = < �� ��

��		�&
� ��
�� ���������
�
�
���
���������
�
��� φδ � 
���

��
��

( )( )0x B x
φδ

∀ ∈ ⇒ ( ) 0xϕ <


��

( )( )( )0 0; ,x B x t x
φδ

τ∀ ∈ ⇒ ( ) 0xϕ > $

2���

( ) ( ){ }0' inf ;x x B x
φδ

ϕ∆ = ∈


��

( ) ( )( ){ }0 0'' inf ; ; ,x x B x t x
φδ

ϕ τ∆ = ∈ $

/������������������������������������
�������

�������������
�	�����
����
�
���
�����������
	����
����


������������
	�����������'
�����������!$���3�!��4�
�����%�

�. �5������������������&��
�
		��
		��������������������

��
�����������+�������		�&
�

( ), 0 φδ δ δ∃ < < ! ( )* *
0 0 0,t R t t δ+∀ ∈ − <

( )* *
0 0 0,x D x x δ∀ ∈ − <

( ) ( )( * *
0 0 0 0; , ; ,x t t x x t t x φδ⇒ − <

{ } )max *
0 0 0max ,for t t t t τ= ≤ ≤ ��������������������������������'!+

6����
�� ��
�� ���� ���� ���������
� ��������
* : D Rϕ → �����������
	������	�&��
��
	��

( ) ( ) { }* min ', ''x xϕ ϕ− < ∆ ∆ ��	�� x D∈ �

/
�
*
0 0x x φδ δ− < < �� &�� ����	���� ��
�

( )*
0 0x B x

φδ
∈ $�6���&���
��

( ) ( ) ( ) ( )* * * * * *
0 0 0 0x x x xϕ ϕ ϕ ϕ= − +

������������'*+( ) ( ) ( )* * * *
0 0 0x x xϕ ϕ ϕ≤ − +

( ) ( ) ( )* * * *
0 0 0x x xϕ ϕ ϕ= − −

' ' 0.< ∆ −∆ =
1���� '!+� ���� t τ= � ��� ��		�&
� ( )* *

0 0; ,x t xτ
( )( )0 0; , .B x t x

φδ
τ∈ ����������

( )( )* * *
0 0; ,x t xϕ τ ( )( )* * *

0 0; ,x t xϕ τ= ��������������������'"+

( )( ) ( )( )* * * *
0 0 0 0; , ; ,x t x x t xϕ τ ϕ τ− +

( )( )* *
0 0; ,x t xϕ τ≥

( )( ) ( )( )* * * * *
0 0 0 0; , ; ,x t x x t xϕ τ ϕ τ− −

" " 0> ∆ −∆ = $

0
����'*+�
���'"+��&���������
�����������
�
�
������
* * *
1 0 1,t t t τ< < ��
������
�� ( )( )* * * *

1 0 0; ,x t t xϕ 0= $����

	

�� ���
	���� ��
�
� ��
�� ���� ��
�������� ( )* *
0 0,t xγ =

( ){ }* * *
0 0 0; , ,x t t x t t≥ �����
�
��� *Φ �
���������

*
1t $�/


( ) ( )* * * * * * *
0 0 0 0 0 1, , , ,t x t x t t tγ ϕ γ= ≤ ≤ �

&�����������
��������
��������������������������
	�����	��

'�+��'(+�����
���������������
&��������
��� *Φ �
���������
*
1t $
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�������������
�������$

����
����
��(�
�
����	���
�	���)%��)&��)*��)+����

),�
��������

�����
������
���������
����������

( )1 0 0

,

1

grad f

t t x
C ϕ

ϕ− ≤
� �������������������������������'�7+

�����$�0���������


���������
���'
���������

�����-.+� 0 \x D∈ Φ ��
���	��		��$����������������
�
�


������ 0 1, t tτ τ< < ��
������
��

( )0xϕ

( )( ) ( )( )1 0 0 0 0 0; , , ; , ,x t t x x t t xϕ ϕ ϕ ϕ= −

( )( ) ( )0 0 1 0; , , .
d

x t x t t
dt
ϕ τ ϕ= −

( )( )( )0 0; , , ,grad x t xϕ τ ϕ=

( )( )0 0 1 0, ; , , .f x t x t tτ τ ϕ −

( )1 0,grad fC t tϕ≥ − �

&�����������		�&
�'�7+$

�������������
�������$

����
����
�(�
�
����	���
�	���)%�),�
��������

�����
����	��	�������������
�����
���

( )1 0 0

,

,Lip

grad f

C
t t x

C
ϕ

ϕ

ρ− ≤ Φ
� ����������������������'��+

�������2�8��������������������������
����������&�




������
�����������
	������� 0 \x D∈ Φ $�0������������

�������
�	������ ( )0 0; , ,x t t x ϕ ��������	���'�+��'#+��
���	


�������������ϕ �
��������� 1t ���$�$������������ 1t ����
�
$

2��� ε ����
��
�����
�����
���������
�
��$�2������������

xε ∈Φ �� �$�$� ( ) 0xεϕ = � 
�� � ( )0 ,x xερ
( )0 0 ,x x xε ρ ε= − ≤ Φ + $� ,�� 
�
��� ������

( ) ( )( )0 0; ,t x t t xφ ϕ= � ���� 0t t≥ $� 9��
		� ��
�

( )0 0; ,x t t x � �
� ���� 
�	�������������	���')+$� %�� �
�
	
�



��
����

( ) ( )0 0 0 0 0 1; , , ; , ,x t t x x t t x t t tϕ = ≤ ≤ �

&�������&�����������
�

( ) ( )( )1 1 0 0; ,t x t t xφ ϕ=

( )( )1 0 0; , , 0x t t xϕ ϕ= = $

,��


����'�

����������������-(+���
�

( ) ( ) ( ), , 0, ,grad x f t x t x R Dϕ +> ∈ ×
���� ( )0 0xϕ < $ ����������������������������������������������'�#+

����� ( ) ( )0 0 0t xφ ϕ= < $�0
��������������-)

���� 0t t> ��&���������
�

( )d
t

dt
φ

( )( ) ( )( )0 0 0 0; , , , ; ,grad x t t x f t x t t xϕ=

( )( ) ( )( )0 0 0 0; , , , ; ,grad x t t x f t x t t xϕ=

,grad fC ϕ≥

0const= > $

�������
�
������� 0 1, t tτ τ< < ��
������
�

( ) ( )1 0t tφ φ−

( ) ( ) ( )1 0 1 0,grad f

d
t t C t t

dt ϕφ τ= − ≥ − $

1�������������
	����
������&�����
���
����

���	�

��� ( ) ( )1 0 1 0

,

1

grad f

t t t t
C ϕ

φ φ− ≤ −

( )( )0 0 0

,

1
; ,

grad f

x t t x
C ϕ

ϕ= −

( )0

,

1

grad f

x
C ϕ

ϕ=

( ) ( )0

,

1

grad f

x x
C ε

ϕ

ϕ ϕ= −

0

,

Lip

grad f

C
x x

C
ϕ

ε
ϕ

≤ −

( )( )0

,

,Lip

grad f

C
x

C
ϕ

ϕ

ρ ε≤ Φ + $

6�����ε ��
�
��
�����
������
�
���������		�&
���
�

'��+��
�

��
����$

�������������
�������$



Journal of the University of Chemical Technology and Metallurgy, 47, 5, 2012

578

����
����
�(�
�
����	���
�	���)%�),�
��������

����� ( )0constδ∃ = > ������
��
!

( )* *
0 0 0,t R t t δ+∀ ∈ − < �����������������������������������������'��+

( )* *
0 0 0,x D x x δ∀ ∈ − <

[ ]( * , ,C D Rϕ∀ ∈

( ) ( ) )* x x for x Dϕ ϕ δ− < ∈

������		�&���������
	�����
��
	��

( )( )* * * *
1 0 0

,

, 2Lip

grad f

C
t t x

C
ϕ

ϕ

ρ δ− ≤ Φ +
�������������������'�(+

�������/��������������������#������������
�
��

δ ��
�
���������	��
�
		�
���������������
	����
�'��+�
��

��	��		�������������
�	������ ( )* * *
0 0; , ,x t t x ϕ ��������	��

'�+��'(+���
���	
�������������� *ϕ �
���������
*
1t $�/
���

�����������
������������������

�
��������������-(��&�




������
�������
	����
�'�#+�
�����	��		��$

,����������������
���	�
������
����
�

( ) ( ) , ,x x x Dδϕ ϕ δ− = − ∈

( ) ( ) , ,x x x Dδϕ ϕ δ+ = + ∈

( ){ }, 0 ,x D xδ δϕ− −Φ = ∈ =

( ){ }, 0x D xδ δϕ+ +Φ = ∈ = $

�
8���� ����� 
������� ���� �����
	����
� '��+�� &�

����	������
�

( ) ( ) ( )*x x xδϕ ϕ δ ϕ− = − <
( ) ( ),x x x Dδϕ δ ϕ+< + = ∈ $

1���� ���� ���
�� �����
	���� ��� '�#+��&�� �
�
�	�
�

��
�

( ) ( )00 : ,x x xδ δ∃ > ∀ − ≤
( ) 0x D and xϕ⇒ ∈ < $

-
�������������'��+��&��
������
����������	�
���

( ) ( )( )* * * *
0 0 0 0; , 0x x t t xϕ ϕ= < ����������������������'�)+

4��
������������������ )*
0: ,t Rδφ −  ∞ → �����

����������������
	���

( ) ( )( )* *
0 0; ,t x t t xδ δφ ϕ− −=

( )( )* *
0 0; ,x t t xϕ δ= −

0����������
	����'�)+�������		�&
���
�

( ) ( )( )* * * *
0 0 0 0; ,t x t t xδ δφ ϕ− −=

( )( )* * *
0 0 0; ,x t t xϕ δ= −
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